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CAPITULO 11
GEOMETRIA, EL PLANO CARTESIANO

11.1 CONCEPTOS BASICOS

"4si como podemos representar los niimeros reales como puntos de la recta real, podemos asociar
puntos del plano a los pares ordenados de numeros reales. Un par ordenado (x, y) de numeros reales tiene x
como primer elemento e y como segundo. El modelo para su representacion se llama sistema coordenado
rectangular o plano cartesiano. Se construye mediante dos rectas perpendiculares.

La recta horizontal se llama tradicionalmente eje x y la vertical y la vertical eje y. Su punto de
interseccion es el origen y esas rectas dividen al plano en cuatro partes llamadas cuadrantes.

Identificamos cada punto de plano por un par ordenado (x, y) de numeros reales, llamados
coordenadas del punto. El numero x representa la distancia dirigida desde el eje y al punto, y el numero y la
distancia dirigida desde el eje x al punto. El primero se llama coordenada x 6 abscisa, y el segundo
coordenada y u ordenada. Asi, la figura 3 muestra la situacion de los puntos (4, 0), (5, 7) y (2, 1) en el plano.

NOTA: Usamos la notacién (x, y) tanto para denotar un punto del plano cartesiano como un intervalo
abierto de la recta real. Pero no habra confusién porque en cada momento quedara claro de qué
se trata.

11.2 FORMULAS DE LA DISTANCIA Y PUNTO MEDIO

Recordemos que, segun el teorema de Pitagoras, para un triangulo rectangulo de hipotenusa c y
catetos a, b se tiene i’ + b’ = . Reciprocamente, si @ + b = & entonces el triangulo es rectangulo
(Figura 1).

Supongamos que queremos hallar la distancia entre los puntos (x;, y;) v (x2, ¥2) del plano. Formando
con ellos un triangulo rectangulo, como indica la figura 2, vemos que el lado vertical tiene longitud

| vy — y1| . Analogamente el horizontal tiene longitud |x2 - x1| . Por el teorema de Pitagoras,
2 2 2
d® = |x2 —x1| +|y2 —J/1|

d :\/|x2 _x1|2 +|J’2 —)’1|2

2

Sustituyendo |x2 —xl|2 e |y2 —y1|2 por las expresiones equivalentes (x2 —xl) e (yz —yl)z, podemos

escribir: d= \/(xz —xl)z +(y, - y1)2
La formula anterior representa la distancia entre los puntos (x5, y;) v (X2, y2). Tomamos la raiz cuadrada
positiva para d porque la distancia entre dos puntos no es una distancia dirigida.

A

NI,
a+b=¢
a 2=yl
R ()

Y2 ! X »

b X7 X2 e

Figura 1 Teorema de Pitagoras H/—‘
2 — x|

Figura 2  Distancia entre dos puntos

! Larson / Hostetler / Edwards. Calculo. Quinta edicién. Editorial Mc Graw Hill
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Ejemplo numero 1:

Distancia entre dos puntos.

Calcule la distancia entre los puntos (-2,1) y (3,4)
Aplicando el modelo tenemos que:

d=y[B-(-2)F +(4-17 =B +(@3) =v25+9 =/34 ~5.83

Ejemplo numero 2:

Verificando que un triangulo es rectangulo

Se usa la formula de la distancia para probar que los puntos (2,1), (4,0) y (5,7) son vértices de un triangulo
rectangulo.

Observe la figura 3, los tres lados tienen longitudes

dy =/(6-2)* +(7-1 =+/9+36 = /45
dy =y(4-2)* +(0-1f =4+1=45
dy =(5-47 +(7-0) =+1+49 =50

y
(6.7)
6 1
44
2 —_
@21
| (4.0)
| 1 I X
2 4 6
Figura 3

2
Como d12 + d22 =45+5=150=d, , podemos aplicar el teorema de Pitdgoras para concluir que es un

triangulo rectangulo.

La formula del punto medio de un segmento de recta en el plano es similar a la de un segmento de la recta
real.

El punto medio del segmento rectilineo que une (x;, y;) y (X2, y2) es:

]

2 2

Ejemplo numero 3
Punto medio:
Calcule el punto medio (ver figura 4) de un segmento rectilineo unido por los puntos: (-5,-3) y (9,3).

, . -5+9 -3+3
Por la formula del punto medio, tenemos que: [ > 5 =(2,0)
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Figura 4

Ejemplo numero 4.

Puntos situados a distancia prefijada de un punto dado
Calcule x de modo que la distancia entre (x, 3) y (2,-1) es 5.
Segun la formula de la distancia,

d=5=(x-2) +(3+1)
25=(x2 - 4x+4)+16
0=x? —4x -5 factorizando tenemos que: 0 = (x —5)(x +1)

Por tanto, x = 5 o x = -1, y concluimos que ambos puntos (5, 3) y (-1, 3) distan 5 unidades del punto (2,-1),
tal como muestra la figura 5.

(1.3) (5.3)
™ ;
\ ’
\ ’
\ ’
|

\ ’
ds5 d#5
14 K
\ 1
\ )
\ 1
! PNy !
T T AL T T T
1] W
1 @
Figura 5

ACTIVIDADES PARA EL ESTUDIANTE

1.Calcule la distancia entre los puntos que se indican. También determine el punto medio.

a) (2, 1), (45) b)(-3,2), (3 -2) ) (%2, 1), (-%,-3)d) (74, 2), (-1, 3)

2. Verifique que los puntos que se dan corresponden a la figura que se indica.
a)(4,0), (2, 1), (-1, -5) es triangulo rectangulo b) (1, -3), (3, 2), (-2, 4) es triangulo isosceles

3. Verifique si los puntos que se indican son colineales (estan en la misma recta).
a) (0, -4),(2,0), 3, 2) b) (0, 4),(7,-6), -5, 11) ¢) (-2, 1), (-1,0), (2, -2)

4.Encuentre x de manera que la distancia entre los puntos sea 5.

a) (0, 0), (x, 4) b) 2 -1), (x 2)

5.Determine y de manera que la distancia entre los puntos sea §.

@) (0,0), 3, y) b) (5. 1), (5y)
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CAPITULO 12
LA LINEA RECTA

’El siguiente concepto es fundamental para el estudio de las lineas rectas. Todas las lineas rectas a las que
nos referimos estan en un plano coordenado fijo. Como es costumbre, usaremos frecuentemente el término
recta en lugar de linea recta.

12.1 PENDIENTE DE UNA RECTA

Sean | una linea recta no paralela al eje y, y Pi(x1,y1) y Pa(x2,y2) dos puntos diferentes sobre |.
Entonces la pendiente m de | estd dada por:

m=22"N
X2 =X

Si | es paralela al eje y, entonces no estd definida su pendiente.

El numerador y; - y; en la formula para m, mide el cambio en la direccion vertical al movernos de P; a P, y
el denominador x,- x; mide el cambio horizontal al ir de P; a P,. Para encontrar la pendiente de una recta no
importa cudl de los puntos se llama P, y cual P, ya que:

Yo~ _N—D)e

Xp=X% X=X

En consecuencia podemos suponer que los puntos estan numerados de manera tal que x; < x, como en la
figura 1. En este caso x;- x; >0y por lo tanto la pendiente es positiva, negativa o cero si y; >y, ¥, <y; 0
v, =y, respectivamente. La pendiente de la recta que se muestra en (a) de la figura 1 es positiva mientras que
la pendiente de la recta en (b) de la figura 1 es negativa. La pendiente es cero si y solo si la recta es
horizontal. Si la pendiente es positiva, entonces a medida que crecen las abscisas de los puntos, también
crecen las ordenadas y decimos que la recta sube. Si la pendiente es negativa, entonces a medida que las
abscisas crecen, las ordenadas correspondientes decrecen y decimos que la recta baja.

Pa(X2,Y2)
E 1(X1,Y1)
L Y2-Y1
Pi(Xp,y1) f=-f---------- N P2(X2,Y2)
----- xz —_— xl
(a) Pendiente positiva (b) Pendiente negativa
Figura 1

Es importante notar que la definicion de pendiente no depende de los dos puntos que se eligen sobre |, ya que
si se usan otros puntos P’;(x’;, v’1) y P’y(x’,, ¥'5), entonces como se ve en la figura 2, el triangulo con vértices
P, P’y y P’s(x’5, y'1) es semejante al triangulo con vértices P;, P, y P;(x,, y;). Como las razones de lados
correspondientes son iguales concluimos que:

2 Earl W. Swokowski. Calculo con geometria analitica. Grupo Editorial Iberoamérica
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Vo= VoV

Xy =Xy X=Xy

Ejemplo numero 1:
Dibuje las rectas que pasan por los siguientes pares de puntos y halle sus pendientes.
a) A(-1,4) y B(3,2) b) A(2,5) y B(-2,-1) ¢) A(4,3)y B(-2,3) d) A(4,-1) y B(4,4)

Las rectas estan dibujadas en la figura 3. Usando el modelo para calcular la pendiente obtenemos para los

incisos a), b) y c).

a) m= 2-4 —2_ 1 b)m:5_(_1):E:§ ¢) m=
3-(-) 4 2 2-(-2) 4 2

3-3 _0 _,
—2-4 -6

d) La pendiente no esta definida ya que la recta es vertical. Esto también se ve al intentar usar el modelo, ya
que el denominador x, — x; es cero.

\\“ + fAes)
A(-1,4) :\@) 1

4 B(-2,-1) 4
a)ym=-1/2 b)m=3/2
+ B(4,4)+ )
B(23) T  A@4J3) T
IIIIII“IIIIII IIIIII“III i
I I 1AG-D
cgm=10 d) m no estd definida
Figura 3
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Sea | una recta no paralela al eje x y P el punto de interseccion de | con el eje x. Entonces la
inclinacion de | es el angulo @ méas pequefio tal que al girar el eje x alrededor de P en sentido opuesto al
movimiento de las manecillas del reloj éste coincida con I. Si | es paralela al ¢je x, entonces a = 0°.

Si | no es horizontal, entonces 0° < a < 180°. La recta mostrada en (a) de la figura 4 ilustra el caso
en el que 0° < a <90°y la recta en (b) ilustra el caso en el que 90° < a < 180°. Dos rectas son paralelas si y

s6lo si tienen la misma inclinacion.
El siguiente teorema muestra la conexion entre la pendiente y la inclinacion de una recta. En la demostracion

usaremos la definicion de la tangente de un angulo.

N

v

v

p PN
yd @) (b)

Figura 4 Inclinacion a de una recta

Teorema: Si una recta tiene pendiente M e inclinacion a, entonces m = tan a. La demostracion al enunciado
anterior se da a continuacion:

En la figura 5 esta dibujada una recta tipica cuya inclinacion es un angulo agudo. Como se ilustra
en la figura, sea |’ una recta que pasa por el origen paralela a \. Elija cualquier punto (x, y) sobre |’ con y >
0. Si (x5, v)) ¥y (x2, ¥3) son puntos distintos sobre | con y; >y, entonces usando la semejanza de los triangulos

catetoopuesto  y, — y;
, i tana = = =m
v la definicion de tangente de un angulo obtenemos: cateto adyacente  x, —x;

stana =m

L

Figura 5

COROLARIO

Dos rectas con pendientes m; y m,
Son paralelas si 'y solo si m; = m,

Demostracion. Si las rectas tienen inclinaciones «; y o, entonces son paralelas si y solo si a; = a; 0
equivalentemente si y solo si tan a; = tan «,. El corolario se deduce del teorema anterior.
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TEOREMA

Dos rectas con pendientes m; y m; son
Perpendiculares si 'y solo si mym, = -1.

Demostracion. Si a; y a, denotan las inclinaciones de las rectas, entonces por el teorema que dice: Si una
recta tiene pendiente M e inclinacion @, entonces m =tan a.

m; = tan a; y my = tan a,.

Podemos suponer, sin perdida de generalidad, que o, > a; como se muestra en la figura 6. Si @ es el angulo
indicado en la figura, entonces:

a2:a1+9, 0 0:0!2-611

I
I

(8%

QL
T

v

Figura 6

Usando una identidad trigonométrica:

tana, —tana; m
tan 0= tan(oy —aq) = ——————— o tan 0= ——=
1+tana, tana, 1+ mym,

2 M

Por definicion las rectas son perpendiculares si y solo si @ = 90° 6, equivalentemente, si y solo si tan 6 no
estd definida. Sin embargo, por la formula anterior, tan 6 no estd definida si y solo si 1 + mmm; = 0 6
mmy = -1, que es lo que queriamos demostrar. Aunque hablamos de la figura 6, se puede usar un argumento
semejante independientemente de las magnitudes de a; y o, o del punto donde se intersecan las rectas.

Ejemplo numero 2:
Demuestre que el triangulo con veértices A(-1,-3), B(6,1) y C(2,-5) es un triangulo rectangulo.

Si m; es la pendiente de la recta que pasa por By C y m, es la pendiente de la recta que pasa por A y C,
entonces utilizando el modelo para cdlculo de pendiente tenemos que:

my = 1-(-5) :E; my = -3-(-5) __2
6-2 2 -1-2 3
Como mym, = -1, el angulo en C es recto.
La ecuacion y = b donde b es un numero real puede considerarse igual a la ecuacion 0-x + y = b en dos

variables x y y . Las soluciones son todas las parejas ordenadas de la forma (x, b) donde x tiene cualquier

valor y b es fijo. Concluimos que la grdfica de y = b es una linea recta paralela al eje x cuya ordenada al
origen es b. Andlogamente la grdfica de la ecuacion x = a es una recta paralela al eje y cuya abscisa al
origen es a. Las grdficas estan dibujadas en la figura 7.
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(0,b)

v

(a,0)

Figura 7

12.2 ECUACION DE LA RECTA

Hallemos ahora una ecuacion de la recta | con pendiente m que pasa por el punto P(x;, y;) (iinicamente
existe una recta tal). Si P(x, y) es cualquier punto con x #x,, entonces P estd sobre | si y sélo si la pendiente

de la recta que pasa por P,y P es m, es decir: XN
X—x
Esta ecuacion se puede escribir en la forma: Y=y, =m(x—x,)

Note que (x;, y;) también es una solucion de la ecuacion anterior y por lo tanto los puntos sobre | son
precisamente aquellos que corresponden a las soluciones.

La ecuacion de la recta conocido un punto P(x;, y;) y su pendiente m es: y— y; =m(x—x;)

Ejemplo numero 3:

Encuentre una ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(1, 7) y B(-3, 2)
7-2

1-(9)

Calculando la pendiente m de la recta obtenemos: m = %

Sustituyendo las coordenadas de A en la ecuacion y — y; = m(x — x;) obtenemos: y—1 = %(x -1)

que es equivalente a: 4y —28 =5x—35 o bien Sx—4y+23=0

Habriamos obtenido la misma ecuacion si hubiéramos utilizado el punto B en vez del punto A.

La ecuacion de la recta conocido la pendiente y la ordenada al origen:

La grdfica de la ecuacion y = mx + b es una recta
con pendiente m y ordenada al origen b.

Una ecuacion de la forma ax + by + ¢ = 0 tal que a y b no son cero simultaneamente, se llama una ecuacion
lineal. Se sigue de la discusion en esta seccion que toda linea recta es la grdfica de una ecuacion lineal e,
inversamente, la grdfica de una ecuacion lineal es una linea recta. Por simplicidad usaremos el término la
recta ax + by + ¢ = 0, en lugar de la expresion mds precisa la recta con ecuacion ax + by + ¢ = 0.
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Ejemplo numero 4:

Dibuje la grdfica de la ecuacion 2x — 5y = 8.

Como la grdfica es una linea recta, es suficiente hallar dos puntos sobre la grdfica. Sustituyendo y =0 en la
ecuacion obtenemos la abscisa al origen 4, y sustituyendo x = 0 obtenemos la ordenada al origen —8/5. Esto
nos lleva a la grdfica dibujada en la figura 8.

A

2x-5y=8
it ~/=
1 (4,0) Figura 8

—T S 0.8

Otra manera para obtener la solucion consiste en expresar la ecuacion dada en la forma y = ax+b. Para
hacerlo primero despejamos el termino que contiene a y de un lado de la ecuacion obteniendo: 5y = 2x -8

2 -8
En seguida dividimos ambos lados por 5 y obtenemos: y = —x + [j
5 5

Comparando con y =mx+b vemos que la pendiente es m = — y que la ordenada al origen es b = ——
5

8 2
Luego podemos trazar la recta que pasa por(O,—j con pendiente — .
5

5

12.3 GRAFICACION POR PARAMETROS
‘La grdfica de la ecuacion y = x estd dada en la Figura 9, y representa una recta que pasa por el origen

Vs
(0, 0), con un dangulo de inclinacion @ =— (45 grados) respecto al eje de las abscisas.
4

Figura 9

Si a esta ecuacion le agregamos una constante a como factor y = ax, analicemos que sucede con la funcion

identidad graficamente. El parametro a deja en libertad a la funcion identidad para que gire sobre (0,0),
dependiendo del valor que tome a. Y si consideramos que a es cualquier numero real, entonces la ecuacion
y = ax, representa grdaficamente la familia de todas las rectas que pasan por (0,0) y el caso a = 1 es la

llamada funcion identidad.

% Moreno M. A / Nufiez J. / Miembros del Programa Nacional de Formalizacién y Actualizacion de Profesores de
Matematicas. Nodo Regional sonora; Sonora (UNISON).Graficacion de funciones.
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En la Figura 10 se representan los casos correspondientes a los valores que toma el parametro a.

&
a>1

O<ax<l

v

a<0

Figura 10

Vs
Si 0 <a <1, la recta varia su inclinacion en el intervalo 0 < @ <—; a > 1, la recta varia su inclinacion en el

Vs T T
intervalo — < 0 <— si a <0, la recta varia su inclinacion en el intervalo — < 0 < 7. Asi, todas las rectas

que pasan por el origen tienen la forma y = ax, dependiendo su inclinacion del parametro a.

Si la ecuacion y = ax le sumamos una constante b, y =ax+b, vemos que ahora el parametro b deja en

libertad a la funcion para que se desplace verticalmente, sobre el eje de las ordenadas, dependiendo del valor
que tome b.

Si b toma valores positivos, la funcion se desplaza hacia arriba, si b toma valores negativos, la funcion se
desplaza hacia abajo, de tal manera que si b = 0, estamos en el caso y = ax . Ver Figura 11 y figura 12.

Q )
b>0 b>0 4
= b=0
b<0 b<0
» X » X
0 0
Figura 11 Figura 12
y =ax+bh,a>0 y=ax+b,a<0

Si consideramos que b, al igual que a, es cualquier nimero real, la ecuacion y = ax+ b , graficamente representa, todas las rectas
contenidas en el plano, y es la forma general de la funcién lineal.

Conociendo los parametros a y b, podemos determinar la inclinacion y un punto de la recta, respectivamente,
el punto conocido es (0, b), donde la recta interseca al eje de las ordenadas y, asi, obtener una grdfica
aproximada de la funcion.

Una estrategia amparada con lo anteriormente expuesto, radica en expresar la ecuacion de la linea recta en la
forma y = mx + b, de tal suerte que podamos identificar claramente la ordenada al origen, es pues el valor de
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b, ubicando dicho punto en el sistema de coordenadas. Consideremos el caso y = 3x +1, para ejemplificar lo

que estamos describiendo. Una vez ubicado el punto (0,5 ) (vea figura 13) proseguimos a analizar el valor
correspondiente a la pendiente, si m = 3 significa un aumento en la distancia horizontal de 1 contra un
aumento vertical de 3, partiendo de la ordenada al origen. Se ubica entonces el punto (1, 4) y luego se traza la
recta (figura 14) tocando ambos puntos.

A A
1,4)

0,.0) (0,.1) /
Figura 13 Figura 14

De hecho con esta estrategia —manipulando el concepto de pendiente y ordenada al origen— es factible
transitar de un contexto grafico a uno algebraico con mayor facilidad. Veamos la siguiente gréafica.

Ubiquemos primeramente la ordenada al origen,
puede verse que es (0, 2) partiendo de ese punto
tenemos que avanzar 1 unidad horizontalmente y 1
unidad verticalmente para llegar al punto (1, 3),
con esto sabemos que la pendiente es m =1,y la
ecuacion de larectaes: y=x+2

Para afianzar este transito consideremos la siguiente grafica.

Ubiquemos de primera instancia la ordenada al
................................... origen, puede verse que es (0, 1) partiendo de ese
punto tenemos que avanzar 3 unidades
horizontalmente 'y descender verticalmente 2
unidades para llegar al punto (3, -1), con esto

. 2 .
sabemos que la pendiente es m = ——, (el signo
3

menos se genera por el descenso) y la ecuacion de
la recta es:

2
y=——x+1

3
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ACTIVIDADES PARA EL ESTUDIANTE

1.Encuentre la pendiente de la recta que pasa por los puntos Py Q
a) P(1,5),Q(4,11)  b)P(1, 6), Q(4, 3) ¢) P(3,3), Q(1, 6)

2.Diga (con su respectivo argumento) cuéles de las siguientes parejas de rectas son paralelas o perpendiculares.

a) y—1=>5x b) y—-3x-2=0 c)y=5x+1 d) y=2x+5
=3x+1 2 =4
y:—£x+1 y=exE y:—lx+£ yEx
5 5 5

3.Encuentre la ecuacion de la recta que satisface las condiciones dadas en cada uno de los ejercicios.
a) Pasa por (2, -3), pendiente 6 b) Pasa por (-1, 4), pendiente -3 c) Pasa por (4, 5) paralela al eje x
d) Pasa por (1, -6) paralelaalarecta 2x+3y+4=0 e) Pasa por (-1, -2), perpendicular alarecta 4x -8y =1

4.Elabore las gréaficas de las siguientes expresiones.

a = b :2 :4
) y=x ) y=2x c) y=4x d)yzix @y:ix
2 4
fly=—x g) y=—-2x h) y=—-4x . 1 . 1
)y=-—x Dy=-2x
2 3
5.Elabore las graficas de las siguientes expresiones.
a) y=x+1 b) y=x+3 c) y=3x+2 d)y y=-2x+1 e) y=—3x-2
1 -2 2 1
f)y=—x+3 =—ux+1 hy y=—x-1 i) y=—>x-3
)y > 9y 3 )y c )y >

6.Basandose en la grafica que se presenta, establezca la expresion algebraica correspondiente.
b)
FE* Far 7

FE &
v = |Zoom [THace [ReGraph[Math|Draw|

TG _Fev

HMAIN RAD AFPED FUNHC HRIN EAD RFFRON FUMC

T Few | F3 & N
- E Zoon|Trace|ReGraph|Math|Drau |~

HMAlW AL AFFRO FUKC

e) f)

1™ _Fer Fz F4 FEw F&~ 7 _.=__=E 1T _Fer Fx Fy FEr FET* _.=‘=E
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CAPITULO 13
CIRCUNFERENCIA Y CIRCULO

13.1 CIRCULOS

*Una aplicacion directa de la formula de la distancia permite definir los circulos en el plano.

La definicion de un circulo en el plano puede hacerse de la siguiente manera:

Sea (h, k) un punto en el plano y sea r > 0. El conjunto de los puntos (x, y) cuya distancia al punto (h, k) es r
se llama circulo de centro (h, k) y radio r. Vea figura 1.

Centro(h, k)
Radio: r

)

Figura 1

Podemos utilizar la formula de la distancia para escribir la ecuacion de dicho circulo como:

[distancia entre (h, k) y (x, y)] = r luego: \/(x - h)2 + (y —k)2 =r

Elevando al cuadrado ambos lados de esta igualdad, se obtiene la ecuacion canonica del circulo.

Teorema: Ecuacion canonica del circulo

El punto (x, y) esta en el circulo de radio r y centro (h, k) si y solo si: (x - h)2 + (y - k)2 =r?

De acuerdo al teorema anterior, un circulo centrado al origen tiene por ecuacion canonica:
X242 =2

Sir =1, la grdfica de esa ecuacion se llama circulo unidad.

Ejemplo numero 1:
Hallando la ecuacion de un circulo
El punto (3,4) esta en un circulo de centro (-1,2), como se ve en la figura 2. Halle la ecuacion de ese circulo.

Figura 2
(x+1)* +(y—2)* =20

* Larson / Hostetler / Edwards. Calculo. Quinta edicién. Editorial Mc Graw Hill
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Su radio es la distancia entre (-1,2) y (3,4), sustituyendo en la ecuacion obtenemos:

r—\/[3 1% +(4-2)% =16+ 4=+/20

Por tanto, la ecuacion canonica resultante de ese circulo es:
[ (-0F +(v-2F = (V0]

(x+1° +(y-2)* =20

Efectuando los cuadrados y simplificando, la ecuacion (x—h)? +(y—k)? =r?se convierte en la forma

general de la ecuacion de un circulo: Ax? + Ay2 +Cx+Dy+F=0,4=0

. . .. 2 2 2 .
Para convertir esta ecuacion a la forma canénica (x—h)“ +(y—k)* =r“usamos un proceso que consiste en

completar el cuadrado.

Ejemplo numero 2:
Completando el cuadrado

Dibuje el circulo cuya ecuacion en forma general es: 4x? + 4y2 +20x—-16y+37=0

Para completar el cuadrado, dividimos primero por 4 de modo que los coeficientes de x° y y° sean 1.

4x? +4y2 +20x-16y+37=0 Forma general

x?2 +y2 +5x_4y+%T7:0 Dividiendo por 4

(xz +5x+_)+ (yz _4y+_): —% Agrupando términos

(Xz +5x +?j n (y2 —4y+ 4) _%T7+§ 4 Completando el cuadrado
52

(x + Ej +(y- 2)2 =1 Forma estandar

Notese que completamos el cuadrado afiadiendo el cuadrado de la mitad del coeficiente de x y el cuadrado de la mitad
del coeficiente de y a ambos lados de la ecuacion. En consecuencia, el circulo esté centrado en (-5/2, 2) y su radio es 1,

como puede verse en la figura 3.
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43
T2
41
] ] | |
| | 1 I
4 -3 -2 -1
Figura 3

[x+g)2+(y—2)2 =1

En los tiempos en que naci6 la geometria analitica de la mano de Pierre de Fermat (1601-1655) y René Descartes
(1596-1650), las dos grandes ramas de la matematica, algebra y geometria, eran independientes entre si. Los circulos
pertenecian a la geometria, las ecuaciones al algebra. La identificacion de ambas es ya obra de lo que hoy Ilamamos
geometria analitica. Es importante que el lector desarrolle su capacidad de manejar la geometria analitica para ir y venir
entre &lgebra y geometria. Asi, en el Ejemplo nimero 1 nos da una descripcién geométrica de un circulo y se solicita que
halle su ecuacion algebraica. Estamos moviéndonos, pues, de la geometria al algebra. EI ejemplo nimero 2 hacia la
transicion inversa.

1.Dada una grdfica, halle su ecuacion.

Geometria |——p A Igebra

2.Dada una ecuacion, halle su grdfica.

Algebra || Geometria

ACTIVIDADES PARA EL ESTUDIANTE
1.En los ejercicios siguientes complete el cuadrado.

a) x%+5x b) x2 +8x+7 ¢) 4x? —4x-39 d) 5x2 +x

2.En los siguientes ejercicios, empareje cada ecuacion con su grafica:

a) x2+y2:1 b) (x—1)2+(y—3)2=4
2__
BV W
L ]
i \J ) T (1,00
2 -Ir/,i_ . 4 !
i 1 2
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0 (x-1)2+y2=0 1)? 3 1
oy -y

-1
e) (x+3)° +(y—-17 =16 f) x?+(y-1)7% =1
T2
1 1o {01}
(-102.3040 *
I ] |
i -1 1
3.En los ejercicios siguientes, escriba la ecuacion del circulo en forma general.
a) Centro: (0,0); radio: 3 b) Centro: (0,0); radio: 5
c¢) Centro: (2,-1); radio: 4 d) Centro: (-4,3); radio 5/8
e) Centro: (-1,2); punto del circulo: (0,0) f) Centro: (3,-2); punto del circulo: (-1,1)
g) Puntos terminales del diametro: (2,5), (4,-1) h) Extremos del diametro: (1,1),(-1,-1)
i) Puntos del circulo: (0,0), (0,8), (6,0) j) Puntos del circulo: (1,-1), (2,-2), (0,-2)
4.En los Ejercicios siguientes, escriba cada ecuacion en forma candnica y esboce la gréfica.
Q) x>+ —2x+6y+6=0 b)x? + y% +8x—4y+17=0 O)x>+y° —2x+6y+10=0
d)3x° +3y2 —6y-1=0 e)2x°+2y% —2x-2y-3=0 fax® +4y° —4x+2y-1=0

9)16x2 +16y° +16x+40y -7 =0 h)x>+y° —4x+2y+3=0

13.2 CIRCUNFERENCIA

En el apartado anterior el tratamiento hecho se dirigio a la superficie plana (circulo), en particular su ecuacién
general y candnica, su grafica y la estrategia para transitar de un contexto geométrico al algebraico y
viceversa.

En ocasiones se presentan confusiones debido al uso indistinto de los términos circunferencia y circulo, aqui
aprovechamos la ocasion para distinguirlos, mientras que el circulo es la superficie plana, la linea curva
cerrada que limita o acota a la superficie citada es la circunferencia.

La medida de la longitud de la curva, conocido como perimetro del circulo es singularmente importante, por
la parte geométrica y por involucrar un ndmero real irracional llamado pi y denotado por w. Intentemos
establecer la medida de la circunferencia de un circulo de radio r.

Inscribamos un poligono regular de cuatro lados en un circulo y calculemos su perimetro.
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Sea a = 360 grados / [(2)(4)] donde 4 es el nimero
de lados del poligono.

Sea x = r sen «. Sustituyendo el valor de a,
obtenemos:

x = rsen (180 / 4) donde 4 es el nimero de lados del
r poligono.

Ahora el perimetro P del poligono estara dado por:

P = 4 (2x) nuevamente 4 corresponde al nimero de
lados. Sustituyendo el valor de x, tenemos que:

P = 2r 4 sen (180 / 4), finalmente obtenemos:

P =(2r)(2.828427124746)

Si inscribimos un nuevo poligono regular de 6 lados, la figura quedaria de la siguiente manera.

Sea o = 360 grados / [(2)(6)] donde 6 es el
numero de lados del poligono.

Sea x = r sen a. Sustituyendo el valor de «,
obtenemos:

x =rsen (180 / 6) donde 6 es el nimero de
r lados del poligono.

Ahora el perimetro P del poligono estara
dado por:

a P = 6 (2x) nuevamente 6 corresponde al
numero de lados. Sustituyendo el valor de x,
tenemos que:

X P=(2r)[6sen (180/6)]

P=(2r)(3)

Para observar lo que sucede nos apoyaremos de las siguientes preguntas:
¢ Qué perimetro es mayor, el de la circunferencia o el del poligono regular de 4 lados?
¢ Qué perimetro es mayor, el de la circunferencia o el del poligono regular de 6 lados?
¢ Qué perimetro es mayor, el del poligono regular de 6 lados o el del poligono regular de 4 lados?
Las respuestas a estas preguntas sugeriran que si inscribimos poligonos regulares con mayor ndmero de lados,
el perimetro de estos serd cada vez mas cercano al perimetro de la circunferencia. En este sentido,
consideremos un poligono regular de n lados (n > 3), de tal manera que el perimetro respectivo es:
P=2r-n- sen(@j

n

. . . 180 .
Es decir que el perimetro del circuloes P~ 2r-n- sen(—j para valores de n considerablemente grande.
n

Ejemplifiquemos con un circulo de radio r = 1 para determinar su perimetro. Utilicemos varios poligonos
regulares incrementando el numero de sus lados. La tabla siguiente resume la consideracion
correspondiente.

Lados (n) Perimetro (P)
4 (2)2.828427124746
16 (2) 3.121445152258
64 (2)3.140331156955
256 (2)3.141513801144
1024 (2)3.141587725277
4096 (2) 3.14159234557
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Por lo que podemos decir que el perimetro del circulo es aproximadamente 6.28318469114
Aunado al hecho de que el modelo para calcular el perimetro de un circulo es P = 2z r, y dado que

consideramos que el radio » = / entonces = = g concluyendo 7 ~ 3.14159234557

En un sentido estricto el valor de = es construido a través del concepto matematico de limite, el cual es tratado
en el curso de Célculo Diferencial.

13.3 SECCIONES CONICAS

13.3.1 INTRODUCCION

Toda seccion conica (o simplemente conica) puede ser descrita como la interseccion de un plano y un cono de
dos hojas. En la Figura 1 se observa que las cuatro cénicas basicas el plano de interseccion no pasa por el

vértice del cono. Cuando el plano pasa por el vértice, la figura que resulta es una conica degenerada, como se
muestra en la Figura 2.

GO

| | |
a) Circunferencia b) Elipse c) Parabola d) Hipérbola

Figura 4: Secciones Canonicas

a) Punto b) Dos Rectas c) Recta
Figura 5: Conicas Degeneradas

En el capitulo anterior se vio ya la Circunferencia, en éste capitulo el estudio se centrara en la Elipse, la
Parabola y la Hipérbola.
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13.3.2 ECUACIONES GENERALES DE LAS CONICAS.

La ecuacion general de segundo con dos variables en la forma: Ax?+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F = 0 corresponde a
una conica.

e Si carece del término Bxy y A= C, representa una circunferencia y adopta la forma
x*+y*+Dx+Ey+F = 0

e Si carece del término Bxy y tiene uno solo de los cuadraticos, representa una parabola vertical u
horizontal y la ecuacion adopta las formas:

y?+Dx+Ey+F =0  parébola horizontal
x*+Dx+Ey+F =0  parabola vertical

e Si carece del término Bxy y Ay C tienen signos iguales, representa una elipse y la ecuacién adopta la
forma Ax*+Cy?+Dx+Ey+F = 0

e Si carece del término Bxy y Ay C tienen signos diferentes, representa una hipérbola y la ecuacion
adopta la forma Ax?+Cy?+Dx+Ey+F = 0

Dada la ecuacion general de las cénicas, se puede identificar a que seccidn conica pertenece usando el
discriminante o también llamado indicador, que es:

SiB?-4AC <0 esunaelipse.
SiB?-4AC =0 es una parébola.
SiB*-4AC >0 esuna hipérbola.

Ejemplo niimero 3: identificar la conica descrita para la ecuacion x* + 10y*— 4x — 20y + 4 =0
Primero se identifican los valores para A, By C:
A=1,B=0yC=10
Luego se realiza la operacion:
(0)? - 4(1)(10) = - 40
Y se concluye:
Dado que el resultado es negativo, la ecuacidn representa una elipse.

Ejemplo niimero 4: identificar la cnica descrita para la ecuacion 16x? v 9y?— 144 = 0
Identificando los valores para A, By C:
A=16,B=0yC=-9
Se realiza la operacion;
(0)? - 4(16)(-9) = 576
Conclusion:
Dado que el resultado es positivo, la ecuacion representa una hipérbola.

ACTIVIDADES PARA EL ESTUDIANTE

5. Identificar la conica descrita para la ecuacién dada.
a)y’-12x+4y-44=0

b) x* —12x — 10y + 36 = 0

c) 9x? — 4y* + 36x — 16y - 16 = 0
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13.3.3 LAELIPSE

TEOREMA 1: ECUACION ESTANDAR O CANONICA DE UNA ELIPSE
La forma estandar o canonica de la ecuacién de una elipse con centro (%, k) y longitudes de los ejes mayor y
menor 2a 'y 2b, respectivamente, donde a > b, es:

(x-h° -k
+ =

> > 1 El eje mayor es horizontal
a b
0
2 2
—h -k
(r=h) + (=) =1 El eje mayor es vertical

2 2
b a

Los focos se encuentran en el eje mayor a ¢ unidades del centro, con ¢® = a” - b°.
El lado recto de la elipse es una linea perpendicular al eje focal que pasa por el foco. Su ecuacién es:
2
2b
LR =—
a

Vértice

Figura 6: Elementos de una Elipse

Ejemplo numero 5:
Determinar la ecuacion general de la elipse con centro en el punto (2, -3), uno de sus focos es el punto (-1,-3)
y su semieje menor es igual a 4

a) Determinar si el eje mayor es horizontal o vertical y ubicar los valores para h y k:
Dado que el centro y uno de los focos comparten la misma coordenada y (-3), entonces el eje mayor
es vertical. Los valores parahy kson:h=2y k =-3.

b) Obtener los valores paraay b:
De acuerdo con el enunciado del problema, el semieje menor es 4, entonces b = 4.
Para obtener a es necesario primero saber cuantas unidades hay entre el centro y el foco (valor de c):
c=2-(1)=3

Del Teorema 1 sabemos que: a = Je? +b? por lo tanto a = «/(3)2 + (4)2 =5

c) Sustituir en la ecuacién canénica:
2 2
(=1 (-0° _

+ 1
2 2
b a
2 2
(x-2)" (»r+3)
2 T ;=1
4 5
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d) Obtener la ecuacion general:

Desarrollando los binomios al cuadrado y realizando la suma de fracciones se llega a:
25x* — 16y” — 100x + 96y — 156 = 0

ACTIVIDADES PARA EL ESTUDIANTE

6. Resolver los siguientes problemas:

a) Dada la elipse 9x* + 16y = 144 calcular las longitudes del eje mayor y eje menor; las coordenadas de los
focos y la longitud del lado recto. Graficar el resultado.

b) Determinar y graficar la ecuacion de la elipse cuyo centro se encuentra en el origen, uno de sus focos es el
punto (0,3) y su semieje mayor es igual a 5.

c) Empleando la ecuacién general, obtener los elementos para la elipse representada por la siguiente ecuacién:
X2 + 4y® — 6x + 16y + 21 = 0. Graficar el resultado.

13.3.4 LA PARABOLA
TEOREMA 2: ECUACION ESTANDAR O CANONICA DE UNA PARABOLA

La forma estandar o canonica de una parabola con vértice (%, k) y directrizy = k—p es:
(x—h)’=4p(y—k)  (Eje vertical)

Para la directriz x = h — p, la ecuacion es:
(v—k)’=4px—h)  (Eje horizontal)

El foco se encuentra en el eje a p unidades (distancia dirigida) del vértice. Las coordenadas del foco son las
siguientes:

(h, k+p) (Eje vertical)

(htp, k) (Eje horizontal)

Directriz

Figura 7: Elementos de la Pardbola

Ejemplo numero 6:
Encontrar la ecuacion general para una parabola cuyo vértice esta en el origen, su eje focal coincide con el eje
y, y contiene al punto (4, -2).

a) Determinar si el eje es vertical u horizontal y ubicar los valores de h y k:
Como el eje focal coincide con el eje y, entonces la parabola tiene eje vertical. Dado que el vértice
esta en el origen, las coordenadas de hy k son: h =0, k =0.
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b) Encontrar el valor de p utilizando las coordenadas del vértice y las del punto dado (4,-2):

(x=h)’ = 4p(y - )
(4-0)*=4p(-2-0)

(4)? = 4p(-2)
16 = -8p
p=-2

c) Sustituir en la ecuacién canonica las coordenadas de vértice y el valor de p para encontrar la ecuacién
general:
(x—h)? = 4p(y - k)
(x=0)°=4(-2)(y - 0)

ACTIVIDADES PARA EL ESTUDIANTE

7. Resolver los siguientes problemas:
a) Determinar la ecuacidn de la parabola con vértice en (3,4) y foco (3,2) y representarla graficamente.

b) Representar graficamente la siguiente ecuacion: y = ¥4 x> —x + 1 %

c) Expresar la siguiente ecuacion en forma candnica, determinar las coordenadas de foco y el vértice, y
construir la grafica: y* + 12x — 6y + 45=0

13.3.5 LA HIPERBOLA

TEOREMA 3: ECUACION ESTANDAR O CANONICA DE UNA HIPERBOLA
La forma estandar o canénica de una hipérbola con centro (4, k) es:

(r-h)° -k _

5 5 1 El eje transversal es horizontal
a b
6
2 2
-k x—h . .
S 5 ) - ( > ) =1 El eje transversal es vertical
a b
(x. ) Asintota
o Eje conjugado :
Foco A R o

d,—d, es constante
; =2
dy— d =2a

Vértice |
.f" i

——
Centro

Eje transversal

Asintota

Figura 8: Elementos de la Hipérbola

Los focos se encuentran en el eje mayor a ¢ unidades del centro, con ¢ = a” + b°.
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TEOREMA 4: ASINTOTAS DE UNA HIPERBOLA
Si el eje transversal es horizontal, las ecuaciones de las asintotas son:

b b
yv=k+—(x-h) y yv=k——(x-h)
a a
Si el eje transversal es vertical, las ecuaciones de las asintotas son:

yektS@en) Yy y=k-—(i-h)
b b

Ejemplo niimero 7:

La ecuacion general de una hipérbola es 7y? — 9x* = 63. Determinar las coordenadas de los focos, de los
vértices y las ecuaciones de las asintotas.

a) Buscar la forma candnica dividiendo los elementos de ambos lados de la ecuacién entre 63;

7y* 9x’ 63
63 63 63
y2 x2
EAENEa——

9 7

b) Por el Teorema 3, se puede observar que el eje transversal es vertical, por lo que el eje focal coincide con el

ejey. Losvaloresdea=3yb= «E , porloque ¢ =+/9+7 = 4. Con estos datos se tienen las
coordenadas de los focos: F (0, 4) y F* (0, -4) y de los vértices: V (0,3) y V’ (0,-3).

c) Las ecuaciones de las asintotas son:
3 3

=—Xx e =——=
T T

X

ACTIVIDADES PARA EL ESTUDIANTE

8. Resolver los siguientes problemas:
a) Determinar la ecuacion y la grafica de la hipérbola con centro en el origen, eje focal en el eje y, y que
contiene los puntos A (4,6) y B (1,-3).
b) Determinar la ecuacién y la grafica de la hipérbola con centro en C (-4,1) un vértice en V (2,1) y semieje
conjugado igual a 4,
c¢) Determinar la ecuacién de la hipérbola en su forma candnica si la ecuacion general es:
X2 —9y? — 4x + 36y — 41 = 0.
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CAPITULO 14 ]
PERIMETRO, AREA'Y VOLUMEN DE FIGURAS GEOMETRICAS

En ésta unidad nos abocaremos particularmente a recapitular los modelos matematicos de figuras geométricas
elementales, en cuanto a su perimetro, area y/o volumen.

1.El rectangulo

X

Perimetro P=2x+2y Area: A=xy (recuerde: base por altura)

2.El tridngulo

a
Altura h

Perimetro P=a+b+c Area: 4= %ch (base por altura perpendicular a la base por ¥2)

3.El paralelepipedo

m
n
p
Superficie S =2mn+ 2pn +2mp Volumen V = mnp
4.El cilindro
diametro d
Altura h

r=—

2
Superficie S = 22 + 2mh Volumen V = m-%h
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5.El cono
, didmetro d |
T 1
radio r = d
2
Altura h
Superficie S = m r? +h? Volumen V = %mfzh

ACTIVIDADES PARA EL ESTUDIANTE
1.Determine el perimetro y el area de un rectangulo que tiene por lados x =5y y = 4 (vea figura anexa).

5

Nota: las acotaciones estan en metros.

2.Determine el perimetro y el &rea de un tridngulo cuyas medidas se muestran en la siguiente figura.

60°

60° 60°
3

3.Determine el area y volumen del siguiente paralelepipedo.

10

15
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4.Determine la superficie y volumen del cilindro siguiente.

diametro = 8

altura 4

5.Determine la superficie y el volumen de un cono cuyo didametro es 2 y altura 4.
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