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APENDICE A
INTERPRETACIONES GEOMETRICAS DE ALGUNOS PRODUCTOS NOTABLES

Un binomio al cuadrado de la forma (a+b)?, donde a, b € R, puede interpretarse de manera geométrica con
la siguiente figura:

b La figura es subdividida en 4 secciones, de
tal manera que para encontrar el area
correspondiente a (a+b)? basta sumar las
areas de las cuatro secciones, tales areas son:
a a’ + ab + ab + b?, simplificando tenemos que:
(a+b)? = a® + 2ab + b’

Este binomio elevado al cuadrado recibe el
nombre general de producto notable.

a —

a a
En un caso numérico, digamos 37*37=(30+7)%, también es factible la percepcion geométrica, quedando de la
siguiente forma:

7 De igual manera la figura es subdividida en 4
secciones, de tal forma que para encontrar el resultado
correspondiente a 37*37= (30+7)? basta sumar las
dreas de las cuatro secciones, tales areas son:
30 30% + 30*7 + 30*7 + 72, simplificando tenemos que:
(30+7)% = 30% + 2(30)(7) + 7% = 900+420+49 = 1369

30 7

30

30 30
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Un binomio al cuadrado de la forma (a-b)? donde a, b € R, puede interpretarse de manera geométrica con la

siguiente figura:

a |

B (a-b)? = a? - 2ab + b?

Si asociamos el calculo de (a-b)* con la
figura adjunta, lo que se busca es el area de
la seccion denominada como |, esta puede
calcularse mediante la diferencia del érea
- total y las secciones restantes. Es decir a® —
ab - b(a-b)

(a-h)> = a® - ab — ab + b? simplificando
obtenemos que:

Este binomio elevado al cuadrado recibe el
b a nombre también de producto notable.

a

Ahora consideremos el binomio (4x —5y?)?para asociarlo con la figura geométrica y desarrollarlo con la

misma metodologia.
4x

5y?

Nuevamente asociamos el calculo de (4x-5y?) con la
figura adjunta, lo que se busca también es el area de la
seccion denominada como |, esta puede calcularse
mediante la diferencia del area total y las secciones
1 restantes. Es decir (4x)> — (4x)(5y%) - (5y)(4x -5y?)
simplificando obtenemos que:

(4x-5y?)? = 16x* — 40xy? + 25y*

5y? 4x

4x

5y? 4x-5y°

5
4x y
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Un trinomio de la forma (a + b + ¢)? también puede asociarse a una figura geométrica, aquia, by c € R. La
figura y el desarrollo quedaria de la siguiente manera.

Para determinar (a + b + c)® podemos calcular

c el area de las nueve secciones y sumarlas.
Puede observarse que tres de ellas (en la
diagonal) son a% b?y c?. El resto de las figuras
tiene areas igual a: 2ab, 2ac y 2bc. Por lo que:
(a+b+c)*=a’+b?+c?+ 2ab + 2ac + 2bc.

b

a

a b c

Un binomio al cubo puede tener un tratamiento similar a los anteriores, descomponiéndolo en paralelepipedos
con volumen conocido. Al respecto se propone la siguiente figura.

Si descomponemos en los 8

7 paralelepipedos obtenemos:
7 V = a® + 3a’b + 3ab? + b?
. e De tal manera que:
| — :. ............................... (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3
| " | Este binomio elevado al cubo
: | recibe el nombre de producto
b ¥ | notable.
A s
| e
| /
/
T |
| /
a /
I
|/
I I I El  volumen
! | | de la figura es
a b ba?
El volumen de
a la figura es a°
a
/ 4
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El  volumen
de la figura es
ab?
a
b b
El  volumen
de la figura es |—|
ba?
a
El  volumen
de la figura es
ba? . El  volumen
de la figura es
ab?
b
/@
|
[
El volumen de b e
la figura es b®
b
El  volumen |
de la figura es
b ab?
| b
| a
| —
4| a
b
Para  dar tratamiento

geométrico al  binomio
(a - b)® nos apoyaremos de
la figura contigua.
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El binomio (a-b)?® extraido del cubo anterior es.

a-b

El volumen de este, puede calcularse por la diferencia entre dos cubos, es decir (a-b)® = a® — resto de
volimenes de las figuras que quedan. Los volimenes de las figuras que quedan son los siguientes:

b
—_ ~ El volumen de Ila
figura es: a’h
a
a
El volumen de Ila
Y A figura es: ba(a-b)
a
b
/ ; /
-4 —— ab
l | ’—'
[ I a-b
a-b

El volumen de Ia
figura es: (a-b)’b

Podemos decir entonces que:
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(a-b)® = a> - [ a’b + ab(a-b) + b(a-b)® ] luego tenemos que:
(a-b)® = a> — [ a’b +a’b — ab® + b(a® — 2ab + b®) ] simplificando llegamos a:
(a-b)* = a* —3a%b +3ab’ — b?

ACTIVIDADES PARA EL ESTUDIANTE.

//; 1.El paralelepipedo que se muestra a
27 continuacion  tiene  las  medidas
7 : indicadas. Determine el volumen de
s | cada uno de los 8 paralelepipedos.
/ I
7 ! Hay volimenes de paralelepipedos
T f — (N S _. iguales?
: ! : ¢ Cuantos?
I | ¢Cuanto es la suma de los 8
3 L | paralelepipedos?
A /s
I 7 Si calculamos el volumen como:
! s (2+3)> = (2+3)(2+3)(2+3)
T | jresulta igual al que obtuviste sumando
2 : // los paralelepipedos?
|/
| | |
I I I
2 3
//; 2.El paralelepipedo que se muestra a
7 continuacion tiene las medidas indicadas
7 : (x>2). Determine el volumen de cada
/ | uno de los 8 paralelepipedos.
/ |
7 ' Hay volumenes de paralelepipedos
T - — (T ) iguales?
: : ¢Cuantos?
| | ¢(Cuanto es la suma de los 8
X : [ paralelepipedos?
A 7
I 7 Calculemos el volumen como:
! i (2+%)° = (24%)(2+%)(2+x)
T | Comparelo con el resultado
2 : yd correspondiente a la suma de los 8
Vil paralelepipedos.
| | |
I I I
2 X
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3.El paralelepipedo que se muestra a
continuacién tiene las medidas indicadas
(y>x>0). Determine el volumen de cada uno
de los 8 paralelepipedos.

AN
AN

AN

AN

¢Hay volimenes de paralelepipedos iguales?
-En caso de haber- ¢ Cuantos?
¢Cudnto es la suma de los 8 paralelepipedos?

<
S, S B

| Si calculamos el volumen como:

: OcH)° = (e 0ery)(x+Y)
¢resulta igual al que obtuviste sumando los
s X paralelepipedos?

\___._
AN

4.El paralelepipedo que se muestra a
continuacién tiene las medidas indicadas
(y>x>0). Determine el volumen de cada uno
de los 8 paralelepipedos.

¢Hay volimenes de paralelepipedos iguales?
4 -En caso de haber- ;Cuantos?
¢Cudnto es la suma de los 8 paralelepipedos?

Si calculamos el volumen como: (2x+3y)® =
(2x+3y)(2x+3y)(2x+3y) ¢resulta igual al que
obtuviste sumando los paralelepipedos?
Determine (7x+5y)°

3y

—_———t——— =

2X

N
x

5.El paralelepipedo que se muestra a
continuacion tiene las medidas indicadas
seccionado con tres planos
perpendiculares. Nuestro interés versa
sobre el paralelepipedo (5-2)%. Ubiquelo
en la figura y calcule su volumen por
- diferencia entre el volumen total y los 7
paralelepipedos restantes.

Compare el resultado que obtuvo con el

S resultado de la siguiente operacion:
(Primero desarrollando el producto vy

luego a través del producto previo calculo

dentro de cada paréntesis).

(5-2)° = (5-2)(5-2)(5-2)

6.El paralelepipedo que se muestra a continuacion tiene las medidas indicadas (5 > x > 0). Seccionado con tres
planos perpendiculares. —Se generan 8 paralelepipedos- Nuestro interés versa sobre el paralelepipedo (5-x)°.
Ubiquelo en la figura y calcule su volumen por diferencia entre el volumen total y los 7 paralelepipedos restantes.
Compare el resultado que obtuvo con el resultado de la siguiente operacion: (desarrollando el producto).

(5-%)° = (5-X)(5-X)(5-X)
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7.El paralelepipedo que se muestra a continuacion tiene las medidas indicadas (y>x>0). Seccionado con tres
planos perpendiculares. —Se generan 8 paralelepipedos- Nuestro interés versa sobre el paralelepipedo (3y-2x)° ..

Ubiquelo en la figura y calcule su volumen por diferencia entre el volumen total y los 7 paralelepipedos
restantes.

Compare el resultado que obtuvo con el resultado de la siguiente operacion: (desarrollando el producto).
(3y-2x)* = (3y-2x)(3y-2x)(3y-2x). Calcule (4x-2y)*

2 f— ¥

3y

2X

2X 3y

APENDICE B
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INTERPRETACION GEOMETRICA DE ALGUNOS TIPOS DE FACTORIZACION

La diferencia de cuadrados.

La factorizacién de la diferencia de cuadrados m? —n?, (donde m y n pertenecen al conjunto de los
nameros reales), se basa en la observancia de que los factores resultantes son, respectivamente, la diferencia y
la suma de los dos nimeros.

La expresion algebraica m* — n? puede ser
referida a la figura de la izquierda, y la
2 operacion indicada graficamente consiste en
calcular la suma de las areas de las figuras
numeradas como 1 y 2, pues son éstas las
figuras restantes producto de la diferencia de
los cuadrados (m* — n?). Por lo tanto tenemos
que: m? — n? = m(m-n) + n(m-n)

Factorizando mediante término comdn nos

I—”— queda: m? — n? = (m-n) (m+n)

I m Aqui my n pueden tomar valores numéricos o
monomios 0 multinomios.

Nota; En todos los casos se asume que las variables utilizadas representan nimeros reales.

Ejemplo ndmero 1: Factoricemos el binomio 16x? —8r*

Geométricamente podemos representarlo asi.

Sabemos que tal diferencia de cuadrados
da como resultado la suma de las figuras
2 4x ly2.

El 4rea de la figura 1 es: (4x -2V2r?)(4x).
1 Mientras que el area de la figura 2 es:
(4x -2N2r3)( 2N2r?).

2./2r2 Factorizamos el término comdn que es:
(4x -2+2r%) por lo que finalmente nos

) queda:
22r 162 - 8r* = (4x -2v2r%) (4x +272r%)
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La diferencia de cubos.

a
La diferencia de cubos puede tener un
tratamiento similar al anterior, consideremos
a el volumen del cubo mayor como &° el
volumen del cubo menor como b®, asi que la
diferencia de cubos, es:
a® - b? = (a-b)(a’+b*+ab).
a
b
El volumen de esta
seccion es: (a-b)a’
a
(a-b)
El volumen de esta
seccion es: (a-b)b?
(a-b)
El volumen de esta
b seccion es: (a-b)ab

(a-b)
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La suma de cubos.

e

| es:

Si nos referimos a la suma de cubos como
b a® (el volumen de la figura mayor) y b* (el
volumen de la figura menor) entonces este

(a-b)ab + (a-b)a® + (a+b)b?

Factorizando (a-b)a, obtenemos que:
a V(volumen) = (a-b)a(a+b) + (a+b)b?

Ahora factorizamos (a+b) y nos queda:
V= (a+b)(a’-ab+b?).

El volumen de esta
seccion es: (a-h)a’

El volumen de esta
seccidn es: (a-b)ab

(a-b)

s

(a-b) (a+b)

b

El volumen de esta
seccion es: (a+b)b?
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Trinomio cuadrado perfecto

Ejemplo nimero 2: Factoricemos iZ—GTm+9m2
t

Para realizar esta factorizacién incorporemos el contexto geométrico, de cualquier forma las raices

2
1
correspondientes son % y 3m obteniendo que iZ_GTerng = (— - 3mj
t t

El &rea buscada esta marcada precisamente
(1t - 3m)? como (Lt — 3m)® asi que tal area la

calcularemos por la diferencia del cuadrado
1 mayor, es decir (1/t)* menos la suma de los
restantes (designados como 1, 2 y 3), el area
1 es: (Ut-3m)(3m). El éarea 2 es (1/t-
3m 3m)(3m), es decir, el area 2 es igual al area
1. Finalmente el &rea 3 es: 9m?.

3m Luego podemos decir que:
1t - 3m)® = (L/t)* —[2(1/t-3m)(3m)+ 9m?].
1 ( )" = (/)" —[2( )(3m) ]

| Concluyendo:
| (1/t = 3m)? = (L/t)* - 6m/t + 9m?

Nota: En esta factorizacion es muy conveniente hacer la comprobacién correspondiente.

Estas diferentes representaciones nos ayudan un tanto a entender el significado de los
términos que conforman los factores en un proceso de factorizaciéon. En el sentido, de que en vez
de recurrir a la memoria como almacén de informacién, particularmente de formulas para factorizar,
podemos recurrir a la memoria como ejecutor de operaciones con significado implicito. Una vez
comprendido los procedimientos, el significado de los términos o el posible significado de los
términos, asi como la facultad de asociacién con representaciones geométricas nos permite tener
otras herramientas tales que posibiliten el mejoramiento de nuestras competencias algebraicas.
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ACTIVIDADES PARA EL ESTUDIANTE

e

3n

2m

3n

2m

1.Tenemos dos cubos cuyas medidas son las que se
indican, nuestro interés versa sobre la determinacion de
la suma de ambos cubos. Iniciaremos considerando
como uno solo el paralelepipedo de altura (5+2). De tal

manera que su volumen es:

Y la de los otros dos:

Tenemos aue la suma 5°+2° es iqual a:

2.Tenemos dos cubos cuyas medidas son las que se
indican, nuestro interés versa sobre la determinacién de
la suma de ambos cubos. Iniciaremos considerando
como uno solo el paralelepipedo de altura (2m+3n). De
tal manera que su volumen es:

Y la de los otros dos:

Tenemos entonces que la suma (2m)*+(3n)* es decir
8m? + 27n° es igual a:
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4t

4t

4t

3.El esquema que se presenta tiene dos cubos cuyas
medidas se indican. Al cubo con medida de lado 5
le restaremos el de medida 2. Es decir 5° — 2°,
Determine el resultado a través de la suma de los
paralelepipedos restantes.

Compruebe el resultado realizando la diferencia
directamente.

4.El esquema que se presenta tiene dos cubos cuyas
medidas se indican. Al cubo con medida de lado 4t
le restaremos el de medida b. Es decir 64t° - b®.

Determine el resultado a través de la suma de los
paralelepipedos restantes.

129




Universidad Auténoma de Baja California
Facultad de Ingenieria Mexicali

APENDICE C
Valores a Utilizar para Funciones Trigonométricas
0 Sen 0 Cos 0 Tan 0
Grados Radianes

0 0 0 0 1 0

30 0.523599 7[/6 ]7/2 ﬁ/z ]/ﬁ
45 0.785398 /4 J2/2 J2/2 1

60 1.047198 72'/3 «/5/2 ]/2 \@
90 1.570796 /2 1 0 No existe
120 2.094395 27/3 J3/2 -1/2 _3
135 2.356194 3;;/4 «/5/2 _ ﬁ/z -1
150 2.617994 57/6 1/2 ~/3/2 ~1/-/3
180 3.141593 7 0 -1 0
210 3.665191 77[/6 _]/2 —\/§/2 ]/\@
225 3.926991 577/4 _ ﬁ/Z _ ﬁ/z 1
240 4.188790 47/3 ~[3/2 -1/2 /3
270 4.712389 3r7/2 -1 0 No existe
300 5.235988 57/3 ~3/2 1/2 _3
315 5.497787 Tn/4 _2)2 2/2 1
330 5.759587 117/6 ~1/2 J3/2 ~1/3
360 6.283185 27 0 1 0

En decimal i =05 é = f =0.7071 f = 0.8660 J3=1.7321
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0 Cot 0 Sec 0 Csc 0
Grados Radianes

0 0 0 No existe 1 No existe
30 0.523599 7/6 /3 Z/ﬁ 2

45 0.785398 /4 1 2 2
60 1.047198 /3 V.3 2 2/3
90 1.570796 /2 0 No existe 1
120 2.094395 21/3 RTNE 2 2/13
135 2.356194 3r/4 -1 —J2 J2
150 2.617994 57/6 _ /3 —2/3 2
180 3.141593 T No existe -1 No existe
210 3.665191 77/6 /3 _ 2/\@ -2
225 3.926991 57/4 1 2 _.2
240 4.188790 47r/3 ]/ﬁ -2 _ 2/@
270 4.712389 37/2 0 No existe -1
300 5.235988 57/3 RTNE 2 —2/ 3
315 5.497787 Tn/4 -1 2 _J2
330 5.759587 117/6 _ /3 2/3 -2
360 6.283185 27 No existe 1 No existe

En decimal ; =05 % = f =0.5774 % - # =Lis47 2 =1.4142
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